Chapitre E

Opérateurs maximaux monotones

E.1. Définition et premiéres propriétés
Définition E.1.1 (Opérateur maximal monotone). Soit H un espace de Hilbert et A un
opérateur non borné sur H de domaine D(A). On dit que A est monotone (ou accrétif) si
Vf e D(A), (Af|f)>0.
On dit que A est maximal monotone si de plus Im(ld+ A) = H.

Proposition E.1.2. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
a) D(A) est dense dans H ;
b) A est fermé;
c) Pour tout X\ > 0, I'opérateur Id+ \A est bijectif de D(A) sur H et son inverse (Id+
AA)~L est un opérateur borné avec ||(Id + >\A)_1H£(H) <1.

Démonstration. Notons tout d'abord que pour tout f € H il existe un unique g € D(A)
tel que g+ Ag = f. En effet si g’ est une autre solution alors

9-9 +Alg-9g)=0.
Il suffit alors de prendre le produit scalaire avec g — ¢’ et d’utiliser la monotonie de A pour
trouver que g = ¢'. Par ailleurs on note que si g + Ag = f alors

lgli% + (Aglg) = (flg) < lIfllxllgllx
donc en particulier

lglln < [IfllH-
L'opérateur Id+ A est donc bijectif de D(A) sur H, et R(1) := (Id+A)~! est borné de D(A)
dans H, de norme inférieure a 1.

a) Montrons que I'orthogonal de D(A) est réduit a {0}. Soit donc f dans H tel que
Vge D(A), (flg)=0
et montrons que f = 0. On sait qu'il existe gg € D(A) tel que
9o+ Ago =f

donc en particulier
0= (flgo) = ll9oll7s + (Adolgo) > llgoll? -
On a alors go = 0 et donc f = 0.

b) Montrons que A est fermé : soit (f,, g,) une suite du graphe Gr A de A (donc telle
que f, € D(A) et g, = Af,) vérifiant

(fa, gn) — (£, 9),
et montrons que f € D(A) et g = Af. On a
fo = (Id + A)"H(f, + Afy) — (Id+ A) "1 (F + g)
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donc f € D(A) et f + Af = + g, d'ol le résultat.

c) On va procéder par récurrence en montrant que si Id + A\gT est surjectif pour un
certain Ao > 0, avec (Id +XpA)~! de norme plus petite que 1, alors Im (Id + XA) = H pour
tout A > Xo/2 et (Id+ AA)~! est de norme plus petite que 1. Soit donc f € H et A\g/2 < X,
on veut montrer qu'il existe un unique g € D(A) tel que

g+MNAg=f.
Cela revient a résoudre \ \
_ (71 _20 20
g+rAg = (1-32)g+ 3
ou encore \ \
— -1 _ 20 20
g=(ld+x04) " ((1 A)g+-kfj.

Cette derniére équation se résout de maniére unique grace au théoreme de point fixe de
Banach dés que |1 — M\g/A| < 1 ou encore A > A\g/2. Le fait que la norme de (Id + AA)~!
soit plus petite que 1 se démontre comme au-dessus.

La proposition est donc démontrée. O

Définition E.1.3. Soit A un opérateur maximal monotone, et soit A > 0, on rappelle
que la résolvante de A est R(\) := (Id + XNA)~!, et on définit sa régularisée Yosida par
l'opérateur de H dans H

AQy:%M—MMy
Proposition E.1.4. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
a) Pour tout A > 0, tout f € H et tout g € D(A),
AN =ARNF) et AN)g=R(N)(Ag).
b) Pour tout f € H et tout g € D(A),
>|\i£>n0 R\f=f et xIii)n0 A(N)g = Ag.

c) Pour tout X\ > 0 et tout f € H
(AFIF) = XA FIF -
d) Pour tout A >0 et tout f € H
Al < Sl
Démonstration. a) On sait que pour tout f € H,
(Id+ MR F = f
donc AR(AN)f = A(M\)f. Par ailleurs si g € D(A) alors
R(N)(d+XA)g =g
donc

ROVAg =5 (g~ RO\g)

b) Commengons par considérer g € D(A), alors (en rappelant que R(\) est de norme
plus petite que 1)

lg = RNl = MAN9ll, < MlAgf; — 0. A =0
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Par ailleurs comme m = H puisque A est a domaine dense, alors pour tout f € H et
tout € > 0 il existe g € D(A) tel que ||f — g||lg < €. Alors puisque R(X) est de norme plus
petite que 1,
If = ROVl < llg = RNglly +2lf =gl
et donc
|f = RMNf|l, —0, X—=0.
Comme A(X)g = R(X\)(Ag) on conclut que pour tout g € D(A), A“D?o AN)g = Ag.
c) On écrit
(AFIF) = (AQVFIF = ROV(F) + (AFIRA)(F) = AJANFZ, + (AR FIR(NF)
et le résultat suit de la monotonie de A.

d) résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de c). O

Remarque. Cette proposition montre que I'on peut approcher A par une famille d'opé-
rateurs bornés.

E.2. Théoréme de Hille-Yosida

On rappelle la Définition D.5.1 des opérateurs symétriques et auto-adjoints. On a le
résultat suivant.

Proposition E.2.1. Soit A : D(A) C H — H un opérateur maximal monotone symé-
trique. Alors A est auto-adjoint, ainsi que sa résolvante.

Démonstration. Rappelons que R(1) := (Id + A)~! est borné sur H donc pour montrer
qu'il est auto-adjoint il suffit de vérifier que R(1) est symétrique, donc que

vh.geH, (R()flg), = (FIR(1)g),, -
Par définition on a R(1)f € D(A) et R(1)g € D(A), et
R(LfF+AR(f=f, R(Q)g+AR(1)g=g.
Comme A est symétrique on a alors
(FIR()g),, = (RA)F + AR(FIR(D)g),, = (R(DFIR(L)g + AR(1)g),, = (R(1)flg),,.
Montrons que D(A*) = D(A). Soit f € D(A*) et soit h:= f + A*f. Alors
Vg e D(A). (hlg), = (flg+Ag),,.

Comme R(1) est une bijection de H sur D(A), cela équivaut a

Yue H, (hlR(1)u), = (flu),.
On adonc f = R(1)h € D(A), et la proposition est démontrée. O

Théoréme E.2.2. Soit A: D(A) C H — H un opérateur maximal monotone symétrique.
Alors pour tout uy € H, il existe une unique solution u € CY(R* \ {0}; H) N C(RT \
{0}; D(A)) N C(R™; H) au probléme d'évolution
d
Eu—kAu:O sur R\ {0};,
Ujt=0 = Uo -

(E1)

On a de plus pour tout t > 0

d 1
lu(Olln < lluoll et | u(®)]|,, < Tleolln-
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Démonstration. e Unicité. Celle-ci s'obtient trés simplement grdce a la monotonie
de A. Soient en effet u et v deux solutions associées a la méme donnée initiale ug, alors

S fu— VI3 = (A~ V)|u—v),, <0

et donc u — v est identiquement nulle.
e Existence. Soit A(M) la régularisée Yosida de A. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz
garantit I'existence et I'unicité d'une solution uy dans H a
d
L +AN)uy=0 sur RT,

Ux|t=0 = Uo -

(E.2)

Montrons que les fonctions t — ||ux(t)||y et t — |JA(AN)ux(t)||y sont décroissantes. On
commence par remarquer que

(I = (@) = ~ (AN (Dln(D),, <

Par ailleurs on peut montrer par récurrence (comme A(X) est un opérateur borné) que uy
appartient 3 C®(R™; H) et

L) i+ A () mn =0

Par le méme calcul que précédemment il vient
du>\
sl <
En particulier on a donc pour tout A > 0 et tout t > 0,

| & ], = Ao (2l < 1Auoll.

Montrons maintenant que pour tout t > 0, la suite ux(t) converge vers une limite u(t)
quand X tend vers 0, et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T].
Soient u et v deux réels strictement positifs et soit vy, (t) := ua(t) — uu(t). On a

d
P +AN)ux — A(p)u, =0

d
donc
1d
5 @I+ (AN (D) = A ua (D) una(2) ), =0
Mais
(A ux — AW ualns)
= (A ux — As)uluy — ROVux + ROV ux — R(1)ty + R(1)uy, — UM)H
= (A ux — A ua AAN)uy — ;J,A(,U,)UM)H
+ (ARMux = R(w)u) RO - R(M)UM)H
> (AO)ur — A u AN o — pA)u)
On a donc L d
Sl < 200+ )l Aull,.

Par intégration on déduit

luxa (D117 < 40+ ) tll Aol
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donc pour tout t > 0, uy(t) est une suite de Cauchy quand X tend vers zéro, et donc
converge vers une limite notée u(t). En prenant la limite u — 0 il vient

lux(t) = u()lI7 < 4Xt[|AwollF
donc la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T]. On en déduit que u
appartient a C([0, T]; H).
Montrons que u est solution de (E.2). On commence par supposer que tp appartient a D(A2)

(au sens ou ug et Aug appartiennent a D(A)) et montrons que vy (t) := aux(t) converge
vers une limite et que la convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, 7]. On a
d

EVX +AXN)wvy =0,

et donc les mémes calculs que ci-dessus impliquent que la fonction vy, (t) == va(t) — vu(t)
vérifie

ST nall < (IOl + 1A ll) IAC i + AL i l)
Mais
A= < TA) VA (0)[[ 1 = [JAN) AN voll 1
et de méme

AWV ()7 < TAW)VL(O) I = [[A()A(K) ol -
Puisque Aug appartient a D(A) on a

AMNAN ug = RINARN)Aug = R(V)? A%

et donc
JANAN wolln < |A%uwolln et [JA(w)AW)wollH < [|A%uollH -
On en déduit que
1d
2dt
et I'on conclut comme ci-dessus que vy (t) converge vers une limite quand X tend vers zéro
et que cette convergence est uniforme sur tout compact en temps [0, T]. On a donc u €
CHR*: H) et

Ivaallf < 200+ w)l1A?uol |

d d
Eux(t) — Eu(t) ., A— 0, uniformément sur [0, T].

On peut alors passer a la limite dans I'équation (E.2). On a

IR un(t) — u(®)llw < (IR un(t) = Ru(t)[ + IR u(t) — u()[H
< Hlux(t) = u(®)l[n + IRV u(t) = u(®)p =0, A =0,

donc comme le graphe de A est fermé on obtient
u(t) e D(A), AN uxn(t) = AR\ un(t) = Au(t), X —0.
On a alors
d
Eu(t) + Au(t) =0,
u appartient a CYH(R*: H) N C(R*: D(A)) et on a de plus

d
vtz 0, Ju®lly < lluollw et | u(d)]], < IAuol-
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Plus généralement si ug appartient a D(AK) on montre que v appartient a CK~(R*; D(A)))
pour tout J < k avec

a’ .
ve2 0, Jully < lluolln et | 5u@)], < 1Al

d
Apreés intégration de (E.2) contre tE“A il vient de plus

Td 2 T d
/0 Hauk(”HthH/O (AN uxl 1) (1) tdt = 0.

D'aprés la Proposition E.2.1 on sait que R(X) et A(X) sont autoadjoints, et on a donc
/T AN L) () et = 1/T £ (Al i) (8) dit
0 A dt M H 2 Jo dt AMEAH
T 1 /7
= §(A(>\)UA|U>\)H(T) 5 (AN unluy) ,(t) dt.

. . d o
D’autre part, comme la fonction t HEUA(t)HH est décroissante on a

Td 2 T2, d 2
/O | gz, tae= 5| g,
Finalement on obtient

SN (TR, + T (AN usln) (T + 72| ST < ool

E:
dt
En particulier on a
d 2 1
2l 9 + 2
7| (M, < 5 lluol
et par passage a la limite A — 0 on obtient
d 1
| e, < Flleolli -

Supposons maintenant que g € H. On commence par montrer la densité de D(A?) dans D(A)
pour la norme du graphe donnée par |lul|y + ||Aul|n. Soit donc vy € D(A) et soit la
suite (Ug n)nen définie par
1
Up.p = R(E)UO

de sorte que ug , appartient a D(A?) pour tout n € N et

Augp = n(up — up,n) € D(A) VneN.
On a

1 1
AUQ’n = A(E)Uo = R(E)AUO

donc

nILmOO Augpn=Auy et nIme Ug,n = Ug -

Puisque D(A?) est dense dans D(A) qui est lui-méme dense dans H il existe une suite (Ug n)nen
dans D(A?) telle que ug , — Ug dans H. On note uj, la solution de

d
Eun+Aun =0 sur R*\ {0},

Un|t=0 = UO,I’I-

On sait que pour tous n,m € N

Vt>0, |un(t) = um(t)ll < llto,n = tomllH-
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En outre J J )
VE>0, | un(t) = (D)), < Fluon — vomlla

. _ e d
On en déduit que (u,) converge uniformément sur R™ quand n tend vers I'infini et que (—u,,)

converge uniformément sur [¢, oo[ quand n tend vers I'infini, pour tout € > 0. On en conclut
que u € CHRT \ {0}; H) N C(R*; H). Comme A est fermé on a aussi u € D(A) pour
tout t > O et vérifie I'équation (E.1). O



